UNIVERSITAT 5. Bayreuther Tag der Mathematik

Mathematikwettbewerb

BAYREUTH 10. Juli 2010

Klassenstufen 11 bis 13

Bitte jeweils in Teams von 3 bis 5 Schiiler /innen bearbeiten. Die Bewertung hiangt neben der
Korrektheit auch von der Qualitdat der Begriindung und der Beschreibung der Losungswege
ab. Auch Ansétze werden belohnt.

Aufgabe 1: Saharadurchquerung

Ein Club fiir Abenteuerreisen mochte eine Saharadurchquerung organisieren. Aus Vorsicht
mochte man dabei alle Fahrzeuge nur mit der halben Nutzlast beladen, damit die Tour auch
dann noch erfolgreich zu Ende gefiihrt werden kann, wenn bis zur Hélfte der Fahrzeuge
ausfallen. Es stellen sich (unter Beachtung weiterer Nebenbedingungen) daher schlieflich
folgende zwei Alternativen:

e Variante A: Man benutzt zwei Lastwagen.
e Variante B: Man benutzt vier Geldandewagen.

Man geht davon aus, das jedes einzelne Fahrzeug (unabhingig von der Bauart und vonein-
ander) im Rahmen der Tour mit Wahrscheinlichkeit p ausfillt. (Das liegt daran, dass die
meisten Ausfallursachen — z. B. Olwannenriss durch Steinschlag — fahrzeugtypunabhingig
auftreten konnen.) Die Clubmitglieder fragen Mathematiker W. O. um Rat. Helfen Sie ihm
bei seinen Berechnungen.

(a) Wie grof} ist die Erfolgswahrscheinlichkeit Wy4(p) fiir Variante A, d. h. mit welcher
Wahrscheinlichkeit féallt wenigstens einer der beiden Lastwagen nicht aus?

(b) Wie grof} ist die Erfolgswahrscheinlichkeit Wg(p) fiir Variante B, d. h. mit welcher
Wahrscheinlichkeit fallen wenigstens zwei der vier Gelandewagen nicht aus?

(c) Bilden Sie die Differenz D(p) = Wpg(p) — Wa(p), und bestitigen Sie durch einige
algebraische Umformungen, dass gilt:

D(p) =p*(1 = p)F(p).
wobei Sie den Faktor F'(p) noch bestimmen miissen.

(d) Diskutieren Sie ausfiihrlich die Ergebnisse aus (a) - (c). Fiir welche Werte von p ist
welche Variante vorzuziehen? Was lésst sich in den einzelnen Fillen iiber die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit der Saharadurchquerung (fiir die bessere Variante) sagen?



Aufgabe 2: Keilriemenlénge

Mittels eines Keilriemens, der idealsiert als Linie betrachtet wird, wird (dhnlich wie bei einer
Fahrradkette) Kraft von einem Rad mit Radius R auf ein Rad mit Radius 7 (mit r < R)
tibertragen (s. Skizze).

Der Abstand der Radmittelpunkte sei d. Gesucht ist die Linge L des Keilriemens.

(a) Betrachten Sie den Spezialfall R = r.

(b) Losen Sie den allgemeinen Fall.

Aufgabe 3: Raumbelegung

Mathematiker W. O. ist wieder einmal im Stress. Er soll fiir einen bestimmten Zeitraum
(z. B. Donnerstag von 10 - 12 Uhr) die Raumplanung fiir das mathematische Institut vor-
nehmen. Dazu stehen ihm die sieben Rdume R, ..., R; zur Verfiigung. Allerdings wollen
auch sechs Dozenten Dy, ..., Dy gleichzeitig Veranstaltungen anbieten. Nicht jeder Raum
eignet sich nach Platzzahl und Ausstattung fiir jede Veranstaltung. Genauer liegen folgende
‘Wunschlisten” bzw. Anforderungen vor:

Dozent | mogliche Raume
-Dl Rl ) R47 R6
-D2 R17 R27 R47 R57 Rﬁ

D3 | Ry, Rg
Dy | Ry, Rg
Ds | Ry

DG R17 R37 R5

Mathematiker W. O. fragt sich, ob er jedem Dozenten jeweils genau einen Raum aus dessen
‘Wunschliste’ zuordnen kann?

(a) Lésst sich das Problem losen? Wenn ja, wie? Oder ist es unlésbar? Wenn ja, warum?

WEeil er die Raumplanung auch fiir andere Zeiten vornehmen muss, betrachtet Mathematiker
W. O. das folgende abstrakte Problem:

Gegeben sei eine nichtleere endliche Menge D und eine weitere nichtleere (evtl. auch unend-
liche) Menge R. Jedem Element d € D sei eine Teilmenge R(d) C R zugeordnet. Gibt es
dann eine Abbildung (Zuordnung) z von D nach R mit den Eigenschaften:

(1) z ist injektiv (d. h. fiir alle dy,ds € D gilt: dy # dy = 2(dy) # 2(da)).
(Im konkreten Problem bedeutet dies, dass verschiedene Dozenten auch verschiede-
ne Rédume erhalten. Oder anders ausgedriickt: Der gleiche Raum wird nicht an zwei
verschiedene Dozenten vergeben.)



(2) Fiir alle d € D gilt: z(d) € R(d).
(Im konkreten Problem bedeutet dies, dass jeder Dozent einen Raum aus seiner ‘Wunsch-
liste” erhilt.)

Helfen Sie bei der Losung des abstrakten Problems.

(b) Formulieren Sie fiir das abstrakte Problem eine einleuchtende notwendige Bedingung
fiir die Existenz einer Zuordnung z mit den geforderten Eigenschaften.

(c) Priifen Sie, ob Ihre Bedingung aus (b) fiir das konkrete Raumverteilungsproblem (mit
der obigen Tabelle) die richtige Antwort angibt.

(d) Priifen Sie (mit Beweis), ob Ihre Bedingung aus (b) fiir die Félle, dass D genau ein
Element oder genau zwei Elemente besitzt, auch hinreichend ist. (Sie diirfen auch weiter
denken; das ist aber nicht Teil der Aufgabe!)

Aufgabe 4: Quadratzahlen

Das Quadrat einer ganzen Zahl bezeichnet man als Quadratzahl. Man zeige: Ist m eine
Quadratzahl und n die Summe zweier Quadratzahlen, so ist auch 2mn die Summe zweier
Quadratzahlen.



